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規則信号を含む定常不規則入力の平均 Energy
動揺に関ナる Bessel分布と S/N比との関連
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The focus of this paper is to find out how the output probabi1ity density distri-
bution function for a combination of normal random noise and a regular signal with a 
definite structure is derived after mean squaring rectification，particularly in concrete 
connection with the signal-to-noise ratio. The above output random f1uctuation is 
treated as a probabi1ity problem of“distance" in an N-dimensional functional space 
with N=2TW (W: frequency interval， T: time interval)， where the distance is taken 
as the mean squared fluctuation. 
From this point of view， an explicit expression of Bessel type probabi1ity density 
distribution for normal random noise and a regular signal， after passing a mean 
squaring circuit and a rectangular band-pass fi]ter of arbitrary width， istheoretical1y 
derived by application of the transformation to an N-dimensional polar coordinates. 
In this case， the output random fluctuation is reasonably expressed by one ripple 
parameter m. This parameter m is proved to be approximately equivalent to TW 
expressed in the sampling theorem due to C. E. Shannon. 
The theoretical resu1ts described in this paper are also applicable to the other fields 
of measurement on random physical phenomena， since the mean energy (taking a 
mean squaring form) is a universal physical quantity. 
1 帽 ?
一般的な物理測定において，電気・熱・光・音…・・・
といった種々の運動形態における強度としての質的情
報を変換検出する場合，平均Energyが普遍量である
こと，ならびに，実在の測定系は，窮極において物質
の不連続性と熱力学的な動揺に基づく不規則な物質粒
子の Brown運動が，雑音効果として通常物理装置の
検出限界を本質的に決定することを知っているD
この測定系の数学的 modelは，
普助教授輔副手
1) 物理的な強度としての平均Energy検出に対し
ては直線瞬時値から自乗瞬時憧への Zeromemory 
的非線形変換が必要である。この非線形機能を伴う装
置の記憶作用は，終端における計器の時定数T (Tは
通常十分大〉に近倒的に含ませることが出来る10)。
2) 測定系自身の問題ではなく，この測定系への入
力としては，これを系への規則信号を含む定常不規則
入力だとして考察することが出来る。
規則信号成分が存在する事は，たとえ，その規則信
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号成分が，有効情報の形であれ，またはstrayによる
外部からの無効情報の形であれ，雑音と共存する物理
的な強度検出の出力側においては，すでに Bessel分
布形がその実用的な分布表示で与えられる事が筆者等
の一人により発表されている。しかし，その発表にお
いては， われわれが実用に供しうる姿で必要な SI百
比との具体的関連にはふれておらぬので，この論文で
は， Energy検出の物理的精度にどのように影響する
かの研究として， Bessel型強度確率分布形と SjNと
の具体的関係に着目する18)口
2 理論的考察
2・1自乗平均不規則信号出力浪の多次元空間表示
計器の時定数を反映した十分大きい平均化時間Tを
もっ自乗平均回路により，このT秒毎に時間区聞を区
切られた白い雑音入力に対し周期T秒毎の S.O.RiceD
による Fourier級数型雑音 Modelを用いるならば，
単一正弦波の規則信号が相加された不規則入力信号
f( t )は近似的に次のように表わされる。
的)ご与+芝~no(ancosn芋川崎inn苧t)
乙 nヰ=no¥
十町村)cosno~ t+b叫sinno苧t
・・・(1)
ただし， s cosno号tは，単一正弦波形の規則信号成
分であり，各an，bn(nキno)は， S.O.Riceの雑音Model
から，同ーの平均値(=0)と分散値 12をもっ互いに独
立な一次元正規分布に従し、通常，平均化時間Tがか
なり大きいことから，周波数軸上の各 Samplepoint 
聞の周波数間隔ムf=~1_は十分小さくなり，従って
T 
規則信号の周波数 no点のごく近時に雑音の何番目か
の周波数 Sample点 DOを必ず見出し得るに違いな
L 、。
さて，雑音のみを N1ω。から N2ω。(ただし， ω。=
2πjTでNb N2は正の整数である〉までの周波数成分
を通す短形帯域 Filterに通し，しかる後，規則信号
成分を相加して自乗平均回路に通すと，その出力Eは
Parsevalの完全関係から，次のように表わされるo
悶 zド〉片=古一fイ冷小:〉〉P町的(οtル〉川d
b 耳叫0♂ (a叫叫o+s的)2+一ヲ互一~ C臼a官z斗+b恥叫n2勺)+一〕亙一十一一互一一
n=N1CnキDO)
N 
=~ Xn2 tこだL，
時=1
Z叫=an/〆2，bn/〆2(nキno)
Z叫=(ano+s)/〆2， b泊。/y2 Cn=no) 
・(2)
この表現から，平均Energy検波出力Eは，幾何学
的にN次元空間における超球の半径の自乗に対応し，
実効値vEはN次元超球の半径そのものである。従っ
て，出力Eの従う確率密度分布関数P(E)は，各調波
振幅に対する S.O.Rice modelの性質により， N次元
結合 Gauss確率密度分布関数:
N 、
P(Xl，X2'…・・，XN)(=τ P(Xn) ) 
¥ n=l 
から， N次元信号空間内，球形和の確率密度分布画数
P(R)dRを求める事に帰着する口
ここで，信号空間としての表現の次元数Nについて
は，自乗平均回路にかなり大きい平均化時間Tを用い
るとき，7F波器により切りとられて白い雑音入力の周
波数短形帯戚がW，各成分周波数間隔がムf=l庁で
しかも，このように密に点在した各周波数Sample点
に，それぞれ，独立な Fourier展開係数 a向 bnの
2個の情報(これは実質的に振幅情報と位相情報であ
る〉が含まれている点に着目して，信号空間の次元数
Nは次のように表わされる。
N::::2W/十=訂W m=与--TW.........(3)
この次元数は，正しく，情報理論における染谷-Sha-
nnonの標本化定理による信号空間の次元数と一致し
ているD
今，特別な場合として，規則信号が存在せず，しかも
狭帯域F法器により 1個の周波数成分を引き出すとき
は， m= 1，すなわち次元数Nが2で与えられるから
R=〆瓦耳五「の分布は，横波出力の実効値のゆらぎ
分布として公知の Rayleigh分布いを形成し，後で導
出する Bessel分布陽表示の SpecialCaceに過ぎな
い口ここでは，必ずしも狭帯域でない一般短形帯域
(近似的には雑音等価帯域幅で置換することも出来
る〉をもった場合のJ Energy検出に着目して，
R=〆E=y.Exn2の工学的実際測定で，必要とな
る分布の導出を試みる O
2・2 出力動揺の BesseI-型確率密度分布表示的
Parseval完全関係から， (2)で表現されたN次元空
間内の各座標 h は，先に示したS.O.Ricemodelの
統計的性質を考慮、して，次のように表わされる。今，
計算の便宜上，各座標 h の番号付を変更して， no番
目の座標を Xl>他の座標恥(nキDO)を， no番目をI
の分布表示は，
'lr 'lr 21C 
P(R)dR = 1;.. 11"¥ I )0 JOJO 
(17'1) (coN-2) (coN-l) 
P(R，col，伊2，……，coN-l)dcol......d伊N-ldR……{7}
の如く与えられる。まず， N次元空間における極座標
変換は公知の如く次式で与えられている口
xl=Rcos伊1
X2 = Rcoscozsinco1 
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として初めた順序で番号付けよう oすなわち，
1) Xl=S/〆2=A， Xn=O(nキ1)
(Xn -Xn)2 = an2/2 = bn2/2 = (;2/2==.1102 I 
・ (4)
すなわち，各成分調波の結合確率密度分布は次式で与
えられる。
2) 
k-1 
xk=Rcos内lfsincoj (k=2，3，"・・，N-1)
j=l 
N-l 
XN =Rlfsin町
式(7)を用いてJ P(R)導出のためには，確率の保則変
換(6)に必要な Jacobian行列式をまず算出しておかね
ばならぬ。この Jacobian行列式の値は次の如く，三
角行列式へ変形してゆくことによって求めることが出
来るcすなわち，
.・・・ (8)
N 唱 (xi-A)2
P (Xl ， X2 ， …・，XN)=lf~ナーe-~
i=l〆2定内 . 
=イ(本ホ-戸一式守剥対2{牛七い(ω川山Z町r日1-ぺ川一4叫叫A幻〉
.・・・・恒)
ここで， N次元空間における極座標変換:
(X1'XZ，…・・，XN)-→(R，col.co2，……，coN-l)
を用いると，直角座標における結合確率密度表示P(
X1，X2，… "，XN) と極座標における結合確率密度表示
P(R，C7'l，…... ，C7'N-1)は， 確率測度の保存から， 次式
のように表わされるD
P(X1，X2，……，xN)dx1dx2・…'dXN=P(R，伊1，伊Z，・
，coN-1)dRd伊1・…"dC7'N日1 ・…・…...・…(6)
ゆえに，周辺確率密度として但)で与えられた実効値RI
ム=θ(Xl，X2'…・・，XN)
- &(R1，C7'I'・…一，C7'N-a
-・ー・， 0，....・ H ・H ・H ・，0
0， ・・・， 0，・ υ ・・・・・…，0
-RsinIP1sinC7'2Sincoa，・"，0
0， 
-RsinC7'lSinC7'2， 
RsinC7'tcOSC7'2COScoa， 
-RsinC7'l' 
RCOScol COSC7'2. 
Rcos伊lsinC7'2.COSC7'a， 
COS伊1，
sinC7'ICoscoz， 
SinIP1Sin伊ZCOSco3，
sin'i't SinC7'2' . sin伊N-aCOS伊N-Z. RCOSC7'ISinlPz...sin伊N-aCOSIP N -z， Rsin伊lcoslPzsinC7's"'COSIPN -2，…， 0" 
sinC7'tsin伊2・'sincoN _zcinC7' N -1 ，RCOSlPl sinC7'z' . sinIP N _zCOSC7' N・"1.RSin1P1 COSco2sin伊8・"COSIPN-1， .・ ， 
sinlP 1 sincoz" . sinlP N _2sinlP N -1， RCOSIPI sincoz' . . sinIP N _zsinIP N -1 ，RsinC7'l coscozsincoa' .sinIP N -1 ，・・，RsinC7'1
"'SlnqJN _2COS伊N-l
O 
O 
N-l = RN-1T (Sincok)N-k-1 -・(9)
ここで，最初に Jacobianの各列を第一列でくくり出
し，ついで，各行から第一行を減じても行列式の値が
変らぬ性質を用いたD もちろん，各変量の変域はつぎ
で与えられる口
0くRく∞，0く向くπ(k=1，2，3，
……・，N-2)，O<IPN-1く27t..・H ・."・"'(10)
(5)(8X9)より但)で与えられた各展開係数抗(i=1，2，… 
….N)のN次元結合確率は，次の極座表示で表わされ
る口
= RN-l(sinlPt)N-l(sin'伊Z)N-2..・e・
N-1 
(sin qJN _1)N-(N-ll.寸 COSqJkX
主=1
000………... 0 
-tanlPz 0 ・o 
cotcoz -tancoa 
COtco2 cot伊 -tanIPN-l
cot伊 cotqJs・・・・・cotψN-l
/官 ¥N
P(Xl.X2，…... .XN)dxldxZ'"…dXN={ /:_ _ ) ¥〆2πσ。/
RZ+AZ xlArur-1..3T"Hr-，:;.J 一一τr~ ....1:-RN-dRN-lπ(sinlPk)Nヤ kdqJk
e ZO'o" e 0'0" k=l 
R2+ A2 RAcOSIP1 
={ー.J. iNe 20'02 e 00'" (Sincol)N-Z ¥〆2πσ。/
N-l 
dcolRN-1dRlf (Sincok)rI -1-kd向
k=2 
?
0...……・ー .0
O 
=RN-むsi酬〕N-k??o軌(主co附 ta叫)}
N-l N-l 
=RN-l・1f(sin向 )N-KπCOS向
k=l k=1 
o 0 
coW1十tanIP1 0 
cotψZ+tanqJ2 
COtC7'1 +tanlP1 cot伊2+tan伊z
cot，ψl十tan伊1 cotqJZ+ tan'伊 cot，伊N-l
十tancoN-l
-tanqJl 
COtIPl 
cotlPl 
COtcol 
coW1 
COtIPl 
?
? ?
?
?
?????
?
?
?
?
?
?
?
????
?
??
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今，求める実効強度変動のゆらぎ確率 P(R)dRは，
(7)からN次元超球のRとR+dRの球かく内に落ちる
確率に等LI"、から，次のように計算してゆくことが出
来るD
，N _ R2士主
P(R)dR= ¥ーニ士一 e 2102 RN-1dR ¥〆21tσ。ノ
(J~' 貼叩 ) I e~(s旭町)N-2d'P 1
0/ 0 
、???
???
?
????、?， ????? ?? ???、
???????
、
? ? ?
? ????? 。?、??? ????? ? ???
????
『
?
???
(f;him-z〕N-rhdviz)
(fh山ー円dq;>N_t)
今，計算の便宜のため，
J日 (f;阿川)
(f;(SW叩 k)
????
? ?
(Jπ) I (sin伊N_Z)Nー {N-Ddq;>N-2} .・ H ・..……(t司
0/ 0 
とおく D 公知の積分公式:
1t f -si山内J~ 2 si削 Z
o 0/ 0 
= (k-1/k-k-3/k-2……%・弘・弘・π(k:even)
lk-l/k・k-3/k-2"…・桔・弘・2 (k:odd) 
...t..・ー・白必
を用いて，邸)の JN-SはNの偶奇に応じて，それぞれ
次の値をとることが示される。
N-2 
_ F(N/2) 一一一一一一一一 2NJ2(2め 2 (N:even)…同r(N-l) 
N-l 
JN一雪戸つ=フ子 (N旦二4王どJ1凶凸柑N炉川-
¥2 / 
......(1日
ここで， Gamma関数に関する倍角公式から導かれ
る関係:
r(与l)=rCN-l)〆示β /2N引 N/2)
を用いるならば，倒，日目右辺の値は互いに等しく.N
の偶奇に関せず，つぎの一つの表示にまとめられるo
N-l 噌
JN-S= (2π) 2 引唱 --N一日
T(T)2 2 
さらに，一つの積分公式;
-・(17)
RA 
，市- 一一
f心;とel1吋0rz c∞吋o凶岬叫s即軌伊町l(仰s剖山仰i泊ωn即ψ川1
(-t封)〆貼)_N勺;2Ih型(号rう))(一一}一一一 {~1 …佃)2ハ21102J τ 1ー¥(702) 
を利用して，結局，われわれの求める平均Energy検
波出力(2)，およびその実効値表現による確率密度分布
は，それぞれ次のように陽表示される。
4 一、 一 R2 十A2 
P(E) =言iJEi)y川11，-1γL
乍争L)同侮伽s副分布〉 ω 
h 叫 ( 1 ¥m-l 一旦竺主 一、
=主"9(-ζー e 2102 elm_1 (三千}σ。“¥A I -¥ l10" J 
"'(2~ 
ただし， (3)より母数mは信号空間の次元数Nの弛で司
ある。
2-3 Bessel-型強度分布の工学的意義
まず，側式において次のような置換を施す。
A/〆面向 R/〆扇伊 国
すなわち，確率の保則変換から，無次元量として規準
化された実効強度変量vに関する確率密度陽表現は，
つぎの表示に帰着される白
m! 1¥m-1e -m(v2+a2) P(v) = 2mv十瓦一 ~~~\ Y T C<  Im-l(2mav) 
......・但)
特に.(引において規則信号成分 Sc叫苧時在せ
ず白い雑音入力のみの場合は.Bessel関数に関する性
質:
lim (二子)-Yly(x)=1/r(v+l) 
玄→0
、白 I
を用いて，r-分布に対応したつぎの表示となるo
P(v) = (2mm/T(m)).v2m-1・e-明v2....・H ・同
式倒は，その SpecialCase N = 3 ( 3次元〕にお
いて，母数m==弛のもと， R2=X12+X22+xaZを運動量
空聞が=pX2+py2+pZ2に対応させ，質的に Energy
等配則を母数mに反映させて Maxwell-Boltzman 
の速度分布表示に一致することが容易に分る。
(帥で与えた物理量において，その分母y2ml1oが，
(2).性)から得られるくE>=Nl102+A2 の関係を用い
て，雑音のみの全 power(A2= 0 )に対応した実効値
を表わし，分子Aは(4)から規則信号成分のみの実効値
S/干/一言を表わしているから aはまさしく実効値の比
で定義した SjN比を表わしているのである。したが
って，式聞は S月J比の大いさが，結果の Bessel-
分布に具体的にどのように関係するかを定量的に与え
f'('U") 
f，.k M 
". 
o 
a=~t-. m雷Ji
/ J!. 3 
r 
'ーーーーー ーーー-，
廿=.R偏向
Fig.l Bessel型強度分布(m==地〉と SjN比り関係
u=t¥侃lI"o
1Tl:弘
o.fI 
tJ.' 
o.fC 
0.2. 
/ 4 4 s 6 
Fig.2 Bessel型強度分布(m==弘〕と SjN比の関係
部
7 8 --一ー・・'7'
勺':::R/I居市ri.6"i.
ており， m= 1の Specia1Caseは，規則信号の相加 称に Gauss分布に漸近していくことが直察される。
した狭帯域雑音検波出力に関する Rice-仲上込分布と このことは， Bessel関数に関する漸近的性質:
完全に一致している口すなわち，仰の工学的意義は明 IjI (z)~ezj吾/2 1l'z ( z十分大)を用いて明らかであ
白であり，ここに. m=弛，弛 2，拾について aを る口側，側，闘の表示および Fig.1 ， 2 ， 3 ， 4 ， 5の
Parameterとした時の分布曲線 P (v)を graph図 graphは信号検出の決定に関する種々の統計的理論を
示した。これを， Fig.l， 2， 3， 4ならびに Fig.5に 運用する場合の基礎的資料となるものである口
示す口
以上の graphを見て分ることは，同一平均化時間
3 結 言
と同一周波数帯域(するわち(3)からm一定〕のもとで 本論文においては，規則信号成分を含んだ，定常不
は， SjN比を大きくとるに従L、当然，確率密度分布 規則入力信号に関する，普遍的な物理量としての平均
の重心が右にずれていき，同時に，分布曲綾は左右対 Energy検出に着目して，その検出に伴う揺らぎ出力
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〉
?
???→ 0.=0: 
0.2. 
()..= ~相 明¥-丸
O.CA 
0.1> 
O.f( 
o / え. 3 {l. 5 6 マ
一一一ーヲ
ザ'=R/(i百九
Fig.3 Bessel型強度分布(m=2)とS;N比の関係
"i' 
a..~畑c lJ't;:兎
TJ 
(1，6 
d.t 
O.Z 
o ノ .2 3 S 6 守一ー 一ー一一ー-，
1T: R/J21百九
Fig.4 Bessel型強度分布(m二%)と 8/N比の関係
27 
a宮l
，.~ 
~.， 
o.t: /1.' ".Z M :1. .z.t: 2.1 主 3.6 ;"0 
ザ=馬主九
Fig.5 S;N比が一定な Bessel型強度分布と動揺率mとの関係
分布が平均化時間や不規則さの周波数帯域を母数に反
映した Bessel型確率密度分布形で陽表示されるこ
と，そして工学的実用性から，この Bessel分布と
SjN比との具体的関連に特に着目 Lt.:o
〔付記〕 本論文は， Information理論研究専門委
員会で筆者等の一人が部分的に発表したものの詳論な
らびにその具体化に焦点をおいたもむである口
終りに，日頃御教示を惜れまれぬ京大・理・物理・
高橋勲教授に感謝の意を表するD
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